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CLASA A IX-A

Un program de calculator genereaza un sir de numere naturale (7, )n>l pe care le afigeaza succesiv pe ecran.

Primul numar afisat este #, =3 si la fiecare pas programul genereazd numdrul urmator addgind 1 la dublul

ultimului numar afisat pe ecran.
Aflati care este al treilea numar afisat pe ecran.

Demonstrati cd t, =2""' -1, pentru orice ne N*
Dupa cati pasi apare afisat pe ecran numérul 1023 ?
Aratati ca 1,5 se divide cu 3.

SOLUTIE:

t,=3, 1,=2-3+1=7, 1,=2.7+1=15

Demonstram inductiveu t, =3 si ¢t , =2+t +1, ne N*

t =1023 = 2" =1024 = n=9

fys =2 —1=4"% _1=(3+1)™ —1=M,+1-1=M, .

BAREM:

b S Ip

L= 2t L, e N Ip

INUCTIE ..., 2p
T e e e 1p
S PPN 2p
Fie a, be R, a#b, cu care se formeaza ecuatiile x* —ax+(b—1)=0 si x’ —bx+(a—1)=0.

Ardtati cd a’ +b* +824(a+b).

Demonstrati ca cel putin una din aceste ecuatii are radacini reale.

SOLUTIE:

> +b*+824(a+b) & (a-2) +(b-2)"20

A =d*—4b+4, A, =b*—4a+4 = A +A,=(a—2)"+(b—-2)" 20 = are loc cel putin una din situatiile
A, 20 sau A, 20, deci cel putin una din ecuatii are radacini reale.

a=2,b=1 = x*—2x=0 cu radicini reale si x> —x+1=0 care nu are radacini reale.
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BAREM:

@ HD+824(a+b) & (a=2) +(b=2)"20 .ooooiioiii e 2p

A =G =4 +4, A =D —dAFd (oot Ip

= A1+A2=(a—2) +(b- 2) 2 0 e Ip

= are loc cel putin una din situatiile A, 20 sau A, 20,

deci cel putin una din ecuatii are rddacini reale. ... Ip
a=2,b=1 = x’—2x=0 curidicini reale si x’—x+1=0 care nu are ridicini reale................. 2p

Se considerd functia p: N>R, p(t |6 2t| —|t - 8| +2. Aceasta reprezintd profitul anual al unei firme,

exprimat in mii de lei, unde ¢ este timpul masurat 1n ani cu ncepere din momentul infiintarii firmei.

Calculati profitul firmei la finalul primului an, adica p(1).

Aratati ca firma nu Tnregistreaza profit in primii patru ani.

Aflati dupa cati ani firma recupereaza investitia initiald de 51 mii lei, determindnd cel mai mic 1€ N pentru
care p(1)+p(2)+...+ p(r)251.

SOLUTIE:

p(l) =-1.

p(2)=-2. p(3)=-3, p(4)=0
-1,  te[0;3)

p(1)=13t-12,1€[38) . s(1)=p(1)+p(2)+..+p(t), = s(10)=51, t=10
t+4, te[8 +oo)

BAREM

D) Sl e, 2p

P(2)==2, p(B)=-3, P(4) =0 oot 2p
-1,  te[0;3)

(1) =430 =12, 1€ [358) oo, Ip
t+4, 1e[8 +o)

s()=p(D)+p(2)+.c+p(t), = S(10) =51, =10 .eniiiiiiieiiii e 2p

Pe o dreapté d , pe care am fixat un sens dat de vectorul u de mirime 1, considerim punctele
Ay, A, A, ..., A,, nu neaparat distincte si intr-o ordine arbitrard, dar astfel incat A)A =1, AA, =2,

AA, =10.
Aritati ca A A,,, =(k+1)u sau A A, =—(k+1)u, pentru orice ke {0,1,2,...,9}
Verificati egalitatea A,A; = A, A, +AA, + A A .

Demonstrati ca vectorul A,A, poate avea lungimea egald cu 2, 4, 6 sau 12.

O musca zboara in linie dreaptd pe traseul A, — A — A, —...— A, . Aratati ca indiferent de alegerea

pozitiei pe dreapta a punctelor A, A, A,, ..., Ay, la finalul traseului musca nu ajunge in A, .
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SOLUTIE:

‘A,(Ak+1 =(k+1) = sau A A, =(k+1)u,sau A A, =—(k+1)u, pentru orice k€ {0,1,2,...,9}
AA+AA+AA = (A2A3 +A3A4)+ AAs = A A +AA = AA

A A = AA +AA +AA =B3utdutsu = [A,A[e[H3+445/={2,4,6,12)

+1+2+3+...£10 = rezultat impar, deci la final musca nu poate ajunge in A, .

BAREM:

AA | =(k+1) = sau AA L =(K+F1)U coooiiiiiei e, 1p
sau A A, =—(k+1)1; , pentru orice k€ {0,1,2,...,9) oiiiiiiiii Ip
A A+ AN+ AA =(AA +AA )+ AA = AA + AA = AJAS o Ip
AA = AA +AA, + AA =F3UTAUESU e, 1p
= [AA€[H35 425 ={2,4,6,12} oo Ip
a1 E USROS U SRS URUUURRT 1p

= rezultat impar, deci la final musca nu poate ajunge Tn A . ..ot Ip
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CLASA A X-A

In acesta problema, primele doud cerinte, aparent fara legdturd, ajutd la rezolvarea celei de-a treia.

a) Aratati ca 1<log,3<2

. . x+2 2 .
b) Demonstrati inegalitatea <——, pentru orice xe (I; 2)
3x  x+l1

¢) Comparati numarul a =log,,12 cu numarul b =log, 4.
SOLUTIE:
I<log,3<2 & log,2<log,3<log,4 & 2<3<4
x;—2 <L1 & x*-3x+2<0 & (x-1)(x—2)<0 care are loc pentru orice x& (1; 2)

x x+
a=log, 12 = log,12 _log,3+2" x+2’ b:10g64:10g24 __ 2 2 Lculog,32 xe (1;2) =
log,27  3log,3 3x log,6 1+log,3 I+x
= conform punctului anterior a< b
BAREM:
I<log,3<2 & 10g,2<108,3<10g,4 o Ip
2 3 e Ip
Tt 34290 oo Ip
3x  x+1
& (x=1)(x—2) <0 care are loc pentru orice x€ (15 2) .ooovvnieiiiiieiiiiiee e 1p
a=log, 12=108 12 108, 3 2 X Ip
log,27  3log,3 3x
bolog 4=08 Ip
log,6 I+log,3 1+x

cu log,3 Zxe (1; 2) = _conform punctului ANLETIOr A<D ...vvvuneeeiiiiiiee e Ip
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Consideram numarul complex z=1- i3

ST < Z Z
a) Ardtati cd numadrul —+u este real.
|z Z
b) Determinati a, be R astfel incat 7> =az+b.

c) Ardtati ca pentru orice ne N* existd a,, b, € R astfel incat 7" =a, z+b, .

SOLUTIE:
N O T R T G NEI N R
l2 2z 2 1-if3 2 2

P=az+b & (1—i\/§)2=a(1—i\/§)+b & —2-2i3=(a+b)-ai3 = a=2,b=—4

Inductie, a, =1, b, =0, " =a, z+b, =

— Zk+l =a, ZZ +ka:ak (2Z—4)+ka:(2ak +bk)Z_4ak :ak+1Z+bk

+1°

unde a,,, =2a, +b e R, b, =—4a € R

BAREM:

§+£:1_l\/§+ E T 1p

7z 2 1-iv3

:1_1\/5+1+l\/§=1€R .................................................................................... Ip
2 2

P=az+b & (l—i\/§)2=a(1—i\/§)+b & 2-2i3=(a+b)—ai\3 ... Ip

5 =2, D= B oo, Ip

Inductie, a, =1, b, =0 ..o Ip

Z=a,z+b =

= =a 7 +bhz=a,(2z-4)+bz=(2a,+b )z—4a, =a,,z+b,.,, a,, € R, b, eR ... 2p

Considerdm functia f:R >R, f(x)=2"+2"".
a) Ardtaticd f(x)—f(x,)=(2"-2")-(1-2""""), oricare ar fi x,, x,e R.
b) Demonstrati ca functia f este descrescatoare pe (—oo; 1] si crescatoare pe [1; +00).

c) Aratati ca f(X)+f(x2) >12,5, pentru orice (—oo;—1].

SOLUTIE:

(2% -20)-(1-2" ) == £ (%) - (%)

Dacd x, <x,<1 = 29-2"<0si 1-2"""" <0 = f(x)-f(x,)20 = f descrescatoare pe (—oo; 1].
Dacd I<x, <x, = 2" -2"<0si 1-2""" 20 = f(x)-f(x,)<0 = f crescitoare pe [I; +oo).

f descrescatoare pe (—oo; —1] = f(x)2=f(-1)=8,5

xe(—o0;—1] = x’e[l; +e0), f crescatoare pe [I; +e0) = f(x°)2f(1)=4

= f(x)+f(x*)212,5
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BAREM:

(29 =2%) (1=277" 7 )= = (1) = F () oo 2p
Dacd x, <x, <1 = 2% —2% <0 i -2 <0 =

= f(x)=f(x)20 = f descrescatoare pe (—o0; 1]. ........uuuuuuuiriiieraiiiiiiiiiiiiiiiiiean, 1p
Dacd 1<x, <x, = 2"-2"<0si 1-2""" >0 =

F(x)=7(x,)<0 = f cresctoare e [1;+00) . .oeeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiieee e, 1p
f descrescatoare pe (—o0; —=1] = f(x)2 f(=1)=8,5 tiiriiiiiiiiiiiiiiiieee e Ip
x€(—o0; —1] = x’€[l; +o0), f crescatoare pe [1; +o0) = f(xz) >f(1)=4 i Ip
= F()HF(X7) 2125 i Ip

O multime de numere naturale o vom numi speciald daca are cel putin trei elemente si suma oricaror doua
elemente ale ei se divide cu 6.
a) Ardtati cd multimea {12, 18, 24} este speciala.
b) Dati exemplu de o multime speciald cu patru elemente si care sd contind elementul 3.
c) Fie Ac{l, 2, 3,..,100} o multime speciala.
¢ : Aratati cd elementele multimii A fie sunt toate divizibile cu 6, fie la impartirea cu 6 dau toate

restul 3
¢, : Aflati care este numdrul maxim de elemente al multimii A

SOLUTIE:
30=6-5=30:6, 36=6-6=>36:6, 42=6-7=> 4236, deci {12, 18, 24} este speciald

spre exemplu {3, 9,15, 21} este speciald
ci:Dacd a,be A, xe A = a—-b=(a+x)-(b+x):6

Din a+b=M, sia-b=M; = 2a=M, = sau a=M  sau a=M +3
¢, : Conform cu ¢y, sau A={3,9, 15,...,99} sau A={6, 12, 18,...,96}

si numdrul maxim de elemente este 17, atunci cAnd A={3, 9, 15,...,99}

BAREM:

30=6-5=30:6, 36=6-6=36:6, 42=6-7 = 42:6, deci {12, 18, 24} este speciald .................... 1p

spre exemplu {3, 9,15, 21} €Ste SPECIALA ... .teiviineeiii et 2p

ci:Dacd a,be A, x€ A = a—b=(a+x)—(D+X)I6 corriiiiiiiiiiiiiiii 1p
Din a+b=M sia-b=M; = 2a=M, = saua=M,sau a=M, +3 ............................. 2p

¢, : Conform cu ¢y, sau A={3,9, 15,...,99} sau A={6, 12, 18,...,96}

si numarul maxim de elemente este 17, atunci cAnd A={3,9, 15,...,99} ......cooiiiiiiiiiiiiiiiinneeee, 1p
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CLASA A XI-A
1 01
Consideram matricea A= 0 1 0| care apare afisata pe monitorul unui calculator.
1 01

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia det(A+xI,)=0.

Gasiti ne N pentru care suma elementelor matricei A" este egala cu 1025.

Printr-un program, la un prim pas, elementele unei linii oarecare ale matricei A sunt marite cu 1 si noua
matrice obtinuta 1n acest mod Tnlocuieste matricea A afisatd initial pe monitorul calculatorului. Procesul se
repetd in mod automat cu elementele unei linii oarecare, aceeasi sau oricare din celelalte doud, din noua
matrice afisatd pe monitor si se reia de atatea ori de cate ori a fost comandat de citre programator. Aflati cati
pasi trebuie s comande programatorul pentru ca pe monitor sd apard la final o matrice cu suma tuturor
elementelor egald cu 2015.

SOLUTIE:
I+x O 1
a) det(A+xL)=| 0 1+x 0 |=(1+x) —(1+x) = (1+x) —(1+x)=0 = xe{-2,-1,0}
1 0 I+x
2n—l 0 2n—l
b) Inductiv A"=| 0 1 0 | siseobtine ecuatia 4-2""' +1=1025 cu solutia n=9.
2" 0 2"
¢) La fiecare pas suma elementelor noii matrice este cu 3 mai mare decat suma elementelor matricei anterioare,
obtinand astfel 5+3n=2015, deci n=670
BAREM:
I+x O 1
a) det(A+x)=| 0 T+x 0 [=(14x) =(14X) tooiioiiiioi e, 1p
1 0 I+x
= (14x) =(142)=0 = x€{=2, =1, 0} tooiiiiiiiieiee e, Ip
D) CalCUlEazA A® ... it Ip
2" 0 2"
Demonstreazd A" =| 0 1 0 | oot e Ip
2n—l 0 2n—l
si se obtine ecuatia 4-2"" +1=1025 cusolutia 7=9. .........ceouiiiiiiiiiiii e, Ip
c) La fiecare pas suma elementelor noii matrice creste Cu 3 .........oviiiiiiiiiiiiiiiiiii e Ip

obtinadnd astfel 5+3n=2015,deci n =070 .....coeiiiiiii i 1p



2. Fiefunctia f:(1; +o0) >R, f(x)=2x+In(x+1)—In(x-1).
a) Determinati ecuatiile asimptotelor la graficul functiei.
b) Calculati limx(f(x)-2x).

c) Ardtati cd existd x, € (1; +oo) astfel incat f (x,+2015)= f(x,)+2015

SOLUTIE:
a) lim f (x)=+oc0, deci x=1 este asimptotd verticala

x>1

. . x+1
lim f (x) = 11m(2x +In j =+ deci graficul nu are asimptota orizontala

X—>00 X—>00 x—1

lim /(%) =..=2, lim(f(x)-2x)=...=0, deci y=2x este asimptota oblicd spre -+c

X—>o0 X X—>00

b) limx(f(x)—2x) =1im(x1nx—+1j zlimln(x—ﬂj =.=lne*=2

x>0 x—1 x>0 x—1

¢) Considerdm functia continud g:(1; +o) >R,

x+2016 x-1
= +2015)—- -2015=2015+In| —— ——
g(x) f(x ) f(x) n(x+2014 x+l)
Cum lim g (x)=—co si lim g (x)=2015, exista x, € (1; +o) cu g(x,)=0.
o o
BAREM:
a) liIIll f(x) =00, deci x=1 este aSiMPLOLA VETtICAIA .......oeevvuneiiiiieeeiiie e 1p
x>1
: T x+1)
}mef (x) —lxl_)m_o 2x+lnx_1 =+ deci graficul nu are asimptotd orizontald ....................... Ip
5 flx)y o . . L
im——=+=.=2, hm(f(x)—Zx) =...=0, dect y=2x este asimptota oblicd spre +eo ............. 1p
x—e0  y X—>00
. . x+1 . x+1Y
b) limx(f(x)—2x)= hm(xln—j = hmln(—j ........................................................ 1p
X—00 X—00 x—1 X—00 x—1
TN S Ip
¢) Considerdm functia continud g:(1; +o) >R,
x+2016 x-1
= +2015)- —2015=2015+In| — | cei 1
g(x) f(x ) f(x) n(x+2014 x+l) P
Cum lim g (x)=—c0 si lim g (x)=2015, existd x, € (I; +o0) cu g(x,)=0. .ceervrrrrreriiririinnnns Ip

x—1 X—>00
x>1



3.

Numim multime a codurilor de lungime 9 multimea M a tuturor matricelor de tip 3x3 care au ca elemente
cifrele 1 sau 2, fiecare cifra fiind prezenta cel putin o data.

a) Determinati numarul codurilor multimii M .
b) Aratati ca existd coduri X € M cu det X =0 sicoduri Ye M cu detY #0.
¢) Cercetati daci existd coduri Ze M inversabile sicu Z~'e M .
SOLUTIE:
a) Fiecare element al unei matrice din M poate fi ales sau 1 sau 2. Cum matricele formate numai cu 1 sau numai
cu 2 nu sunt coduri, inseamna ci avem exact 2° —2 =510 coduri.
I 11 2 1 1
b) Deexemplu, X ={1 1 1|,detX=0siY={1 2 1|, detY=4=+0.
2 2 2 11 2
al 1 alZ alS bl 1 b12 b13
c) Fieuncod Z=|a, a, a,| detZ#0siZ"'=|b, b, b, | totcod.

a31 a32 (133 b3l b32 b33
-1 _ _ . . .
Cum Z-Z7 =1, = a,b,+a,b, +a,b;, =1, fals deoarece a, b, +a,,b, +a,;b;, 23, deci nu existd coduri cu
proprietatea ceruta.

BAREM:
a) Fiecare element al unei matrice din M poate fi ales sau 1 sau 2. Cum matricele formate numai cu 1 sau numai
cu 2 nu sunt coduri, inseamna ca avem exact 2° —2 =510 COAUIT. . ...vermemeeeeeee e 2p
I 11
b) Deexemplu, X = 1 1 1|, detX =0 oot e, 1p
2 2 2
2 1 1
SLY =1 2 1|, detY =470 it e e 2p
11 2
al 1 alZ alS bl 1 b12 b13

c)

a)

b)

Fieuncod Z=|a, a, a,|, detZ=0siZ"'=|b, b, b, | totcod.

a3l a32 a33 b3l 32 b33
CUM Z - Z 7 S L, i e 1p
= ay,b, +ayby, +aiby, =1,
fals deoarece a, b, +a,b, +a;b,, =23, deci nu existd coduri cu proprietatea Ceruta............................ Ip
. . . X . P
Fie a,b,ce R, a>1si f:R—>R cu hn(}L):c , care pentru orice xe R verifica f (ax)—af (x)=bx".
X X

Calculati f(0).

Ardtatica f(x)=a"f (ij +
a

Determinati functia f .

(1—%}, oricare ar fi xe R si ne N.
a



SOLUTIE:
a) f(ax)—af (x)=bx> = f(0)—af(0)=0 f(0)=0
b) n=1 > f(x)zaf(%}+a(l;x_l)(l—éj, (V)xeR & f(ax)=af (x)+bx’.

Presupunénd relatia adevarata pentru k € N, obtinem

f(x):a-f(£)+b-x—z:a-{akf( flj+ 3bx2 (1-%)}4;.&2:
a a a”) d(a-1) a a

et X bx* R S et X bx* 1
=a f(ak+lj+a2(a—l)(l a ta 1j_a f(akﬂj a(a—l)(l ak+1j

i
¢) Cum lima"f(ij:lim—a-x:cx, x#0 si lim(l—ijzl =

n—oo n n—oo X n—oo

+

a

. wpl X bx’ IRRE bx’
= f(x)—lljg{a f(a”}—a(a—l)(l a”ﬂ_wﬁ—a(a—l)’ x#0

sicum f(0)=0 = f(x)=cx+

BAREM:

a) flax)—af (x)=bx> = f(0)=af (0)=0 F(0)=0 weeeiieeeiiiiiii e, 1p

b) n=1= f(x):af(gj+a(l;xil)(l—éj,(V)xeR o flax)=af (X)+bX oo, 1

Presupunénd relatia adevarata pentru k€ N, obtinem

f(x)za-f(£j+b-x—§=a-{akf( flj+ }bxz (1—%j}+b-x—§:
a a a* a’(a-1) a a

bx* 1 X bx* 1
=g a j+ (1——+a—lj=ak+l ( j+ 1- J ........................... 2
f(akH az(a—l) at f e a(a—l) ot P

X
x / U
¢) Cum lima"f(—nj:lim—-x:cx, X Z O Ip
a

n—oo

n—oo a

. npl X bx® IRRE bx’
= f(x)—lljg{a f(a”}—a(a—l)(l a”ﬂ_wﬁ—a(a—l)’ x#0

sicum £(0)=0 = f(x)=cx+—r . (W) XER i

si lim(l—%j S o




